Задачи 2001 года

7 класс

1. Автобусный билет имеет шестизначный номер (от 000001 до 999999). Билет называется счастливым, если сумма первых трех цифр номера равна сумме трех его последних цифр. Докажите, что количество счастливых билетов не больше 1/11 от общего числа билетов. 

2. Может ли выпуклый многогранник иметь только семиугольные грани? 

3. Докажите, что n7-36n делится на 7 при любом натуральном n. 

4. Заседания научной конференции будут проходить в трех секциях: алгебры, геометрии и комбинаторики, а официальными языками конференции объявлены русский, английский и китайский. Известно, что каждый участник конференции собирается сделать два доклада на разных секциях и владеет ровно двумя из этих языков. Организаторы хотят провести конференцию за два дня и так составить ее расписание, чтобы в течение дня никто из участников не переходил из одной секции в другую, но все присутствующие могли бы понять каждый доклад. 
Как можно составить такое расписание? 

5. Найдите все натуральные x , для которых 
((xx+1)x+xx) ((xx+1)x—1+xx(x+1))=2001 . 
6. Из прямоугольного листа бумаги вырезали пять пятиугольников так, что оставшаяся часть образует выпуклый многоугольник. 
Сколько сторон он может иметь? 

8 класс

1. APCQ — параллелограмм. 
Докажите, что ABCD — параллелограмм тогда и только тогда, когда BQDP — параллелограмм. 

2. Заседания научной конференции будут проходить в трех секциях: алгебры, геометрии и комбинаторики, а официальными языками конференции объявлены русский, английский и китайский. Известно, что каждый участник конференции собирается сделать два доклада на разных секциях и владеет ровно двумя из этих языков. Организаторы хотят провести конференцию за два дня и так составить ее расписание, чтобы в течение дня никто из участников не переходил из одной секции в другую, но все присутствующие могли бы понять каждый доклад. 
Всегда ли организаторы сумеют так сделать?
3. Сколько граней может иметь пересечение двух четырехугольных пирамид? 

4. Найдите все натуральные x , для которых 
x(xx—1)x—1—xx=2001 . 
5. Внутри многоугольника произвольно выбраны две точки A и B . 
Докажите, что найдется такая вершина P этого многоугольника, что угол ABP – тупой. 

6. Юра получил одинаковые результаты, перемножив две разных пары трехзначных чисел, совокупная запись которых содержит только две различных цифры (например, 222 на 333 и 232 на 323). 
Докажите, что он ошибся. 

9 класс

1. Внутри многоугольника произвольно выбраны две точки A и B . 
Докажите, что найдется такая вершина P этого многоугольника, 
что точка B содержится внутри круга с диаметром AP . 

2. Найдите все пары натуральных чисел x и y , для которых 

x(xx+y)(xx-yy)=2001 

3. Ожерелье пани Моники состоит из разноцветных бусинок. Моника любит выкладывать свое ожерелье на стол в форме правильного многоугольника (так, чтобы в каждой вершине находилась бусинка, а число бусинок на каждой стороне было одним и тем же). Это ей удается, когда на каждой стороне оказываются по 11, 13, 16 или 21 бусинке. 
Какое наименьшее число бусинок может содержать ожерелье? 

4. Квадратные трехчлены P(x) и Q(x) не имеют нулевых коэффициентов и не пропорциональны друг другу. Сколько ненулевых коэффициентов после раскрытия скобок и приведения подобных членов может иметь многочлен 
F(u,v)=P(u)Q(v)-P(v)Q(u) ? 

5. Юра заявил, что он перемножил две разных пары трехзначных чисел, совокупная запись которых содержит только две различных цифры (например, 222 на 333 и 232 на 323), и оба раза получил одинаковые результаты. Павел возразил, что такого не может быть. Тогда Юра добавил, что он выполнял действия не в десятичной системе счисления. 
Докажите, что он все-таки ошибся. 

6. Сколько граней может иметь пересечение двух параллелепипедов? 

10 класс

1. Ожерелье пани Моники состоит из разноцветных бусинок. Моника любит выкладывать свое ожерелье на стол в форме правильного многоугольника (так, чтобы в каждой вершине находилась бусинка, а число бусинок на каждой стороне было одним и тем же). Это ей удается, когда число сторон равно 3, 4, 5 или 6, причем всегда в вершинах оказываются бусинки разных цветов. 
Найдите наименьшее возможное число различных по цвету бусинок. 

2. Петр выписал на доску 77 приведенных квадратных трехчленов и проверил, что ни один из них не имеет (действительных) корней. 
Докажите, что и сумма этих трехчленов также не имеет корней. 

3. Репдиджитом в некоторой системе счисления называется число, запись которого в этой системе счисления состоит из одинаковых цифр (более одной). Например, десятичное число 2001 является репдиджитом в системе счисления с основанием 666. 
Проверьте это и найдите основания еще трех систем счисления, в которых 2001 является репдиджитом. 

4. Решите в неотрицательных числах систему: 
x3=2y2-z 
y3=2z2-x 
z3=2x2-y . 

5. В пространстве дан (косоугольный) параллелепипед единичного объема. 
Докажите, что расстояние между какими-то его двумя вершинами не меньше √3 . 

6. Какое наибольшее число шаров могут попарно (каждый с каждым) касаться друг друга (внешним образом)? 

11  класс

1. Найдите все x , для которых 

(77—6x)(x2+x—3)=2001 . 

2. Найдите все натуральные n , при которых (2n2+3n+9)! делится на (3n2-4n-9)! 

3. Ожерелье пани Моники состоит из разноцветных бусинок. Моника любит выкладывать свое ожерелье на стол в форме правильного многоугольника (так, чтобы в каждой вершине находилась бусинка, а число бусинок на каждой стороне было одним и тем же). Это ей удается, когда на каждой стороне оказываются по 7, 11, 13 или 16 бусинок, причем всегда в вершинах оказываются бусинки разных цветов. 
Найдите наименьшее возможное число различных по цвету бусинок. 

4. Репдиджитом в некоторой системе счисления называется число, запись которого в этой системе счисления состоит из одинаковых цифр (более одной). 
Докажите, что для любого натурального n существует число, которое является репдиджитом не менее, чем в n различных системах счисления. 

5. Внутри выпуклого многогранника произвольно выбрана точка. 
Докажите, что она лежит хотя бы в одном из шаров, построенных, как на диаметрах, на ребрах и диагоналях этого многогранника. 

6. Дан многочлен F(u,v)=P(u)Q(v)—P(v)Q(u) , где P(x) и Q(x) — не пропорциональные друг другу многочлены 2001-ой степени, в составе каждого из которых только по пять ненулевых слагаемых. 
Какое наименьшее число ненулевых коэффициентов может иметь многочлен F(u,v) после раскрытия скобок и приведения подобных членов ?

Задачи 2002 года

5 класс

1. Какую наименьшую сумму цифр может иметь натуральное число, делящееся на 5 ? на 55 ? на 555 ? 

2. Игра «Крестики-крестики» отличается от известных «крестиков-ноликов» только тем, что оба игрока ставят одинаковые крестики. Как и обычно, крестик можно поставить в любую свободную клетку квадрата 3х3, ходы делают по очереди, а выигрывает тот из двух игроков, кто сумеет поставить три крестика на одной прямой (вертикали, горизонтали или диагонали). 
У которого из двух игроков есть возможность наверняка победить в этой игре? 

3. На саммит приехали 10 президентов. Организаторы знают, что каждый из них свободно говорит на каких-то трех из шести официальных языков ООН, но не знают, кто на каких именно. Организаторы планируют проведение пресс-конференций, на каждой из которых будет только один рабочий язык. 
Какое наименьшее число пресс-конференций нужно провести, чтобы каждый президент смог участвовать хотя бы в одной из них без переводчика? 

4. В записи некоторого числа использованы все 10 цифр, причем каждая по одному разу. 
Может ли это число быть простым? 

5. Все грани куба с ребром длины 2 разбиты средними линиями на единичные квадраты. 
Можно ли раскрасить эти квадраты в три цвета так, чтобы любые два из них, имеющие общую сторону, были закрашены в разные цвета?

6. Банк покупает доллары у клиентов по 31 рублю, а продает за 32 рубля, покупает евро по 27 рублей, а продает за 28 рублей. У одного из двух братьев есть пачка купюр евро, а у другого – долларов. 
В каком соотношении они должны поменять доллары на евро друг другу, чтобы оба могли считать обмен справедливым? 

6 класс

1. Какую наименьшую сумму цифр может иметь натуральное число, делящееся на 6 ? на 66 ? на 666 ? 

2. На саммит приехали 10 президентов. Организаторы знают, что каждый из них свободно говорит на каких-то трех из шести официальных языков ООН, но не знают, кто на каких именно. Организаторы планируют проведение пресс-конференций, на каждой из которых будет только один рабочий язык. 
Какое наименьшее число пресс-конференций нужно провести, чтобы каждый президент смог участвовать хотя бы в одной из них без переводчика? 

3. На какие 13 правильных многоугольников можно разрезать правильный 12-угольник? 

4. Полем для игры в «Антикрестики» (как и в обычные «крестики-нолики») служит квадрат 3х3. Два игрока по очереди ставят ОДИНАКОВЫЕ крестики (как и обычно, крестик можно поставить в любую свободную клетку). Другое отличие: тот из двух игроков, кто поставит третий крестик на какой-либо одной прямой (вертикали, горизонтали или диагонали), ПРОИГРЫВАЕТ. 
У которого из двух игроков есть возможность наверняка победить в этой игре? 

5. Банк покупает доллары у клиентов по 31 рублю, а продает за 32 рубля, покупает евро по 27 рублей, а продает за 28 рублей. У одного из двух братьев есть пачка купюр евро, а у другого – долларов. 
В каком соотношении они должны поменять доллары на евро друг другу, чтобы оба могли считать обмен справедливым? 

6. Все грани куба с ребром длины 2 разбиты средними линиями на единичные квадраты. 
Можно ли раскрасить эти квадраты в четыре цвета так, чтобы любые два из них, имеющие общую вершину, были закрашены в разные цвета? 

7 класс

1. Какую наименьшую сумму цифр может иметь натуральное число, делящееся на 7 ? на 77 ? на 777 ? 

2. O – центр правильного пятиугольника ABCDE. OH – высота треугольника OAB. OK – биссектриса треугольника OAH. 
Докажите, что треугольник OKB – равнобедренный. 

3. Многочлен P(x,y,z) относительно каждой из трех переменных имеет степень 1000, а относительно каждой пары переменных – степень 1500. 
Может ли он по совокупности всех трех переменных иметь степень 2002 ? 

4. Банк покупает доллары у клиентов по 31 рублю, а продает за 32 рубля, покупает евро по 27 рублей, а продает за 28 рублей. У одного из двух братьев есть пачка купюр евро, а у другого – долларов. 
В каком соотношении они должны поменять доллары на евро друг другу, чтобы оба могли считать обмен справедливым? 

5. На саммит приехали 19 президентов. Организаторы знают, что каждый из них свободно говорит на каких-то трех из шести официальных языков ООН, но не знают, кто на каких именно. Организаторы планируют проведение пресс-конференций, на каждой из которых будет только один рабочий язык. 
Какое наименьшее число пресс-конференций нужно провести, чтобы каждый президент смог участвовать хотя бы в одной из них без переводчика? 

6. Все грани куба с ребром длины 3 разбиты на единичные квадраты. 
Можно ли раскрасить эти квадраты в три цвета так, чтобы любые два из них, имеющие общую сторону, были закрашены в разные цвета? 

8 класс

1. Какую наименьшую сумму цифр может иметь натуральное число, делящееся на 8 ? на 88 ? на 888 ? 

2. Назовем волшебным многоугольник, у которого все окружности, построенные на его сторонах, как на диаметрах, имеют общую точку. 
Может ли волшебный многоугольник иметь 5 сторон? 

3. Разложите многочлен x15–1 в произведение четырех множителей. 

4. Банк покупает доллары у клиентов по 31 рублю, а продает за 32 рубля, покупает евро по 27 рублей, а продает за 28 рублей. У одного из двух братьев есть пачка купюр евро, а у другого – долларов. 
В каком соотношении они должны поменять доллары на евро друг другу, чтобы оба могли считать обмен справедливым? 

5. Каждую сторону правильного пятиугольника разбили на три равные части. Все точки деления попарно соединили друг с другом. 
Пройдет ли хотя бы один из проведенных отрезков через центр пятиугольника? 

6. Найдите наименьшее натуральное число, имеющее 16 различных делителей, но не делящееся ни на 3, ни на 5. 

9 класс

1. Какую наименьшую сумму цифр может иметь натуральное число, делящееся на 9 ? на 99 ? на 999 ? 

2. Через центр O правильного пятиугольника ABCDE проведена прямая, параллельная стороне AB. Обозначим через P точку ее пересечения со стороной BC. 
Докажите, что BP•BC=OA2 . 

3. Банк покупает доллары у клиентов по 31 рублю, а продает за 32 рубля, покупает евро по 27 рублей, а продает за 28 рублей. У одного из двух братьев есть пачка купюр евро, а у другого – долларов. 
В каком соотношении они должны поменять доллары на евро друг другу, чтобы оба могли считать обмен справедливым? 

4. Натуральные числа m и n таковы, что mk+nk делится на mn при некотором целом k . 
Может ли наименьшее такое k оказаться равным 2002 ? 

5. Какую наименьшую площадь может иметь треугольник, длины всех сторон которого – целые числа? 

6. Назовем волшебным многоугольник, у которого все окружности, построенные на его сторонах, как на диаметрах, имеют общую точку. 
Может ли волшебный многоугольник иметь 2002 стороны? 

10 класс

1. Сколько существует различных тетраэдров с вершинами в вершинах данного куба? 

2. Банк покупает доллары у клиентов по 31 рублю, а продает за 32 рубля, покупает евро по 27 рублей, а продает за 28 рублей. У одного из двух братьев есть пачка купюр евро, а у другого – долларов. 
В каком соотношении они должны поменять доллары на евро друг другу, чтобы оба могли считать обмен справедливым? 

3. Многочлен P(x,y,z) относительно каждой из трех переменных имеет степень 1000, а относительно каждой пары переменных – степень 1500. 
Может ли он по совокупности всех трех переменных иметь степень 2002 ? 

4. На сторонах правильного шестиугольника во внутреннюю его сторону построены 6 квадратов. 
Докажите, что 12 новых вершин образуют правильный 12-угольник. 

5. Некоторое число записали в системе счисления с основанием 2002. Оказалось, что при этом были использованы все возможные цифры, причем каждая по одному разу. 
Может ли это число быть простым?

6. На саммит приехали 19 президентов. Организаторы знают, что каждый из них свободно говорит на каких-то трех из шести официальных языков ООН, но не знают, кто на каких именно. Организаторы планируют проведение пресс-конференций, на каждой из которых будет только один рабочий язык. 
Какое наименьшее число пресс-конференций нужно провести, чтобы каждый президент смог участвовать хотя бы в одной из них без переводчика? 

11 класс

1. Банк покупает доллары у клиентов по 31 рублю, а продает за 32 рубля, покупает евро по 27 рублей, а продает за 28 рублей. У одного из двух братьев есть пачка купюр евро, а у другого – долларов. 
В каком соотношении они должны поменять доллары на евро друг другу, чтобы оба могли считать обмен справедливым? 

2. Игра «Крестики втроем» отличается от известных «крестиков-ноликов» тем, что в нее играют три игрока, причем все трое ставят одинаковые крестики. Как и обычно, крестик можно поставить в любую свободную клетку квадрата 3х3, ходы делают по очереди, а выигрывает тот из игроков, кто сумеет поставить три крестика на одной прямой (вертикали, горизонтали или диагонали). 
Есть ли у первого игрока возможность наверняка победить в этой игре?

3. Выпуклый многогранник имеет ровно 2002 ребра. 
Докажите, что у него есть 4 вершины, лежащие в одной плоскости. 

4. Сколько существует попарно неравных тетраэдров с вершинами в вершинах данного куба?

5. Простое число p записали в системе счисления с основанием d. Оказалось, что при этом в его записи были использованы все возможные цифры, причем каждая ровно по одному разу. 
Найдите все такие пары (p, d). 

6. Какую наименьшую сумму цифр может иметь натуральное число, делящееся на 20022002 ? 

Задачи 2003 года

5 класс

1. В одной из 16 клеток доски 4х4 стоит Шуршавчик, который может ходить по горизонтали или по вертикали на 2 или на 3 клетки (перелетая по воздуху через 1 или 2 клетки). Выберите одну из клеток доски и, начав с неё, обойдите Шуршавчиком как можно больше клеток, не вставая ни на какую более одного раза. Порядок обхода клеток укажите номерами 1, 2, 3, … . 

2. Из пяти различных цифр Миша составил пятизначное число. Взяв оставшиеся пять цифр, Лёша тоже составил из них пятизначное число. Наташа сложила числа мальчиков. Могло ли у неё получиться число, в котором три единицы и три двойки? 

3. Жулик попросил у продавщицы Маши бутылку лимонада за 30 рублей, дав фальшивую 100-рублёвую купюру. Сдачи у Маши не было, и она разменяла купюру в соседнем ларьке у продавца Васи. Когда жулик ушёл, Вася понял, что купюра фальшивая, и Маше пришлось отдать ему настоящие 100 рублей. Какой убыток понесла Маша? 

4. Аня умножила номер своей квартиры не то на 6, не то на 7. Боря прибавил к результату Ани не то 6, не то 7. Ваня отнял от результата Бори не то 6, не то 7. В итоге получилось 2003. Какой номер у Аниной квартиры? 

5. Кот Леопольд хочет подарить 9 мышатам одну коробку конфет, в которой должно быть столько конфет, чтобы мышата смогли поделить их, не ломая, так, чтобы каждому досталась хотя бы одна конфета и никто из мышат не получил конфет поровну. В магазине продаются коробки, в которых конфет 40, 45, 50 и 55. Какие из них не стоит покупать коту Леопольду? 

6. Если последние три цифры числа 2003 записать в обратном порядке, то получится 300. Именно 300 лет исполняется Санкт-Петербургу в мае 2003 года. Как скоро наступит следующий год с таким же свойством? 

6 класс

1. В одной из 16 клеток доски 4х4 стоит Шуршавчик, который может ходить по горизонтали или по вертикали на 2 или на 3 клетки (перелетая по воздуху через 1 или 2 клетки). Выберите одну из клеток поля и, начав с неё, обойдите Шуршавчиком как можно больше клеток, не вставая ни на какую более одного раза. Порядок обхода клеток укажите номерами 1, 2, 3, … . 

2. Из пяти различных цифр Дима составил пятизначное число. Взяв оставшиеся пять цифр, Влад тоже составил из них пятизначное число. Георгий сложил числа мальчиков. Могло ли у него получиться число, в котором только единицы и двойки? 

3. В последовательности 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, … каждое число, начиная с третьего, равно сумме двух предыдущих. 
Могут ли в этой последовательности встретиться подряд два числа, кратных 2003? 

4. Предприимчивый Георгий купил на рынке партию ручек и предлагает одноклассникам либо одну ручку за 5 рублей, либо три ручки за 10 рублей, потому что хочет от каждого покупателя получить одинаковую прибыль. А за сколько рублей Георгию в таком случае надо продавать ручки покупателю, который хочет купить 5 ручек? 

5. Катя Угольникова нарисовала несколько углов, величина каждого из которых больше 10°, меньше 90° и выражается целым числом градусов. При каком наименьшем количестве нарисованных углов можно утверждать, что среди них есть хотя бы три равных? 

6. Если последние три цифры числа 2003 записать в обратном порядке, то получится 300. Именно 300 лет исполняется Санкт-Петербургу в мае 2003 года. 
Сколько еще раз в XXI веке наступит год с таким же свойством? 

7 класс

1. В одной из 16 клеток доски 4х4 стоит Шуршавчик, который может ходить по горизонтали или по вертикали на 2 или на 3 клетки (перелетая по воздуху через 1 или 2 клетки). Выберите одну из клеток поля и, начав с неё, обойдите Шуршавчиком как можно больше клеток, не вставая ни на какую более одного раза. Порядок обхода клеток укажите номерами 1, 2, 3, … . 

2. Из пяти различных цифр Костя составил пятизначное число. Взяв оставшиеся пять цифр, Дима тоже составил из них пятизначное число. Маша сложила числа мальчиков. Могло ли у неё получиться число, в котором только две различных цифры, причём у них поровну повторов? 

3. Светлана Сергеевна дала ученикам задание: сократить дробь 111112003/111113002. Через некоторое время старательная Наташа сказала, что сократила дробь, а ленивый Андрей говорит, что дробь несократима. Кто из них прав? 

4. Можно ли из каких-нибудь двух различных равнобедренных треугольников сложить прямоугольный треугольник, у которого один из острых углов на 6° больше другого? 

5. Клетки доски 8х8, которые сначала все были белого цвета, по очереди закрашивают в синий цвет так, чтобы после закрашивания каждой клетки фигура, состоящая из синих клеток, имела ось симметрии. Соблюдая это условие, закрасьте как можно больше клеток (доказательства максимальности не требуется). Порядок закраски клеток укажите номерами 1, 2, 3, … . 

6. Если последние три цифры числа 2003 записать в обратном порядке, то получится 300. Именно 300 лет исполняется Санкт-Петербургу в мае 2003 года. Случались ли прежде в истории Санкт-Петербурга годы с таким же свойством? 

8 класс

1. В одной из 16 клеток доски 4х4 стоит Шуршавчик, который может ходить по горизонтали или по вертикали на 2 или на 3 клетки (перелетая по воздуху через 1 или 2 клетки). Выберите одну из клеток поля и, начав с неё, обойдите Шуршавчиком как можно больше клеток, не вставая ни на какую более одного раза. Порядок обхода клеток укажите номерами 1, 2, 3, … . 

2. Внутри квадрата АВСD взята такая точка Р, что АР=АВ. Прямая АР пересекает отрезок ВС в точке K. Прямая ВР пересекает отрезок СD в точке L. Докажите, что BK>2CL. 

3. В олимпиаде участвовали 13 мальчиков и d девочек. Все вместе они набрали d2+10d+17 баллов, причём все набрали по одинаковому целому числу баллов. Сколько всего было участников олимпиады? 

4. Могут ли три человека, имея один двухместный велосипед, преодолеть расстояние 21км за 3 часа, если скорость пешехода 5км/ч, велосипедиста с пассажиром – 10км/ч, а велосипедиста без пассажира – 15 км/ч ? 

5. Петя написал несколько многочленов, возвёл каждый в квадрат и сложил результаты. Могло ли у него в итоге получиться выражение x2+y2+z2+3y+4x+2003xz+1 ? 

6. Если последние три цифры числа 2003 записать в обратном порядке, то получится 300. Именно 300 лет исполняется Санкт-Петербургу в мае 2003 года. Сколько раз за следующие 300 лет истории города наступит год с таким же свойством? 

9 класс

1. На стороне AC треугольника ABC взяты точки K и L такие, что AK=CL, а на сторонах AB и BC – точки M и N такие, что MN и AC параллельны. Докажите, что точка P пересечения прямых MK и NL лежит на медиане треугольника ABC или на ее продолжении. 

2. Можно ли расставить в квадрате 5х5 числа от 1 до 25 так, чтобы сумма чисел в каждой строке и в каждом столбце была бы простым числом? 

3. На кольцевом троллейбусном маршруте движение начинается в 6.00 и заканчивается в 21.00. В норме машины следуют с равными интервалами по 15 минут и проходят кольцо ровно за 1 час. Однажды из-за ремонта на одной из улиц образовалась пробка, на прохождение которой троллейбусы тратили по 25 минут вместо обычных 5 минут. Каким оказался средний интервал движения на маршруте в этот день?

4. Произведение двух составных чисел оказалось ровно на 2003 больше их суммы. Найдите эти числа. 

5. Четыре точки плоскости попарно соединили друг с другом. Какое наибольшее число из всех образованных ими углов могут оказаться равными друг другу? 

6. Если последние три цифры числа 2003 записать в обратном порядке, то получится 300. Именно 300 лет исполняется Санкт-Петербургу в мае 2003 года. В каком из веков истории Санкт-Петербурга дат с таким свойством больше: в одном из трех прошедших или в наступающем? 

10 класс

1. Какое наибольшее число точек можно расположить на данной окружности так, чтобы во всех образованных ими треугольниках ни один из углов не был меньше 25° ? 

2. Можно ли числа от 1 до 100 так расставить в квадрате 10х10, чтобы сумма чисел в каждой строке и в каждом столбце была бы простым числом? 

3. Если последние три цифры числа 2003 записать в обратном порядке, то получится 300. Именно 300 лет исполняется Санкт-Петербургу в мае 2003 года. В каком из веков в III тысячелетии больше всего лет с таким же свойством? 

4. На стороне AC треугольника ABC взяты точки K и L такие, что AK=CL, а на сторонах AB и BC – точки M и N такие, что MN и AC параллельны. Докажите, что точка P пересечения прямых MK и NL лежит на медиане треугольника ABC или на ее продолжении. 

5. Представьте число 2003 в виде суммы кубов натуральных чисел, взяв для этого как можно меньшее число слагаемых. 

6. Если на плоском листе провести 4 прямые общего положения, то на получившемся чертеже можно найти 4 различных треугольника. Какое наименьшее число прямых нужно провести, чтобы на получившемся чертеже можно было найти 2003 различных треугольника? 

11 класс

1. Если последние три цифры числа 2003 записать в обратном порядке, то получится 300. Именно 300 лет исполняется Санкт-Петербургу в мае 2003 года. Сколько еще раз в III тысячелетии наступит год с таким же свойством? 

2. На продолжении стороны AB прямоугольника ABCD отложен отрезок BE=BC. 
Докажите, что проходящий через точку C перпендикуляр к прямой BD, восставленный в точке E перпендикуляр к прямой BE и биссектриса угла A пересекаются в одной точке. 

3. Фокусница Ната придумала многочлен P(x) , при подстановке в который вместо x натуральных чисел от 1 до 2002 получаются числа, делящиеся на 2003, тогда как P(2003) не делится на 2003. Раскройте секрет ее фокуса. 

4. Какое наибольшее число точек можно расположить в пространстве так, чтобы во всех образованных ими треугольниках ни один из углов не был меньше 60° ? 

5. Можно ли расставить в квадрате 25х25 числа от 1 до 625 так, чтобы сумма чисел в каждой строке и в каждом столбце была бы простым числом? 

6. Найдите длину отрезка, являющегося множеством значений функции 
f(x)=(x2+ax+1)/(x2+bx+1) , где |b|<2 . 

Задачи 2004 года

5 класс

1. Известно, что в пьяном виде маляр работает вдвое медленнее, чем в трезвом. В первую неделю он покрасил на 300 метров забора больше, чем во вторую, потому что во вторую неделю пьянствовал на два дня больше, чем в первую. 
Сколько метров забора в день красит трезвый маляр?

2. Санкт-Петербург основан в 1703 году. 
Наступит ли когда-нибудь такой год, в котором Санкт-Петербургу исполнится столько лет, сколько получится, если откинуть от этого года первую цифру? 

3. Один гость, приезжавший на юбилей Санкт-Петербурга, тратил деньги только на поездки в метро (по 7 рублей за жетон) и походы в музеи (по 50 рублей за визит). Позже он подсчитал свои расходы и только по ним понял, сколько раз он ездил на метро и сколько раз ходил в музей. 
Какой суммы не могли в этом случае превысить его расходы? 

4. Вы видите, как на стенке то появляются, то исчезают светящиеся трёхзначные числа. На стене написано, что каждое следующее число — это три последние цифры произведения двух предыдущих чисел. Вспыхивает число 995, после этого — ещё несколько чисел, которых Вы не запомнили, затем появляется 998. 
Можно ли верить надписям на стенах? 

5. Найдите количество таких трёхзначных чисел, у которых все цифры различны, первая цифра делится на 3, вторая — на 2. 

6. Лев придумал новую алгебру, в которой сумма чисел A и B выражается через обычные арифметические действия формулой (A+B)/(1-AB) . 
Чему в новой алгебре Льва равно произведение 2 на 2 ? 

6 класс

1. Москва основана в 1147 году. 
Был ли и будет ли когда-нибудь такой год, в котором Москве исполняется столько лет, сколько получится, если откинуть от этого года первую цифру? 

2. Лев придумал новую алгебру, в которой сумма чисел A и B выражается через обычные арифметические действия формулой (A+B)/(1-AB) . 
Чему в новой алгебре Льва равно произведение 3 на 3 ? 

3. На клетчатой бумаге по линиям прямоугольной сетки со стороной 1 построена замкнутая ломаная длины 24. 
Какую наибольшую площадь может охватить эта ломаная? 

4. Найдите количество таких трёхзначных чисел, у которых все цифры различны, первая цифра делится на 3, вторая — на 2. 

5. Найдите наименьшее натуральное число, которое нацело делится на 2000, 2001, 2002, 2003 и 2004.
6. Лев купил себе на завтрак стакан сока, салат и кусочек хлеба. Он заметил, что цена сока составляет столько же процентов от цены всего завтрака, сколько цена салата от цены сока. А выпив сок, он понял, что цена хлеба составляет 10% от цены оставшейся части завтрака. 
Сколько процентов от цены завтрака составляла цена салата? 

7 класс

1. Три года назад внучка была втрое младше деда, а через 16 лет будет вдвое младше. 
Сколько лет каждому? 

2. Известно, что в пьяном виде маляр работает вдвое медленнее, чем в трезвом. В первую неделю он покрасил на 300 метров забора больше, чем во вторую, потому что во вторую неделю пьянствовал на два дня больше, чем в первую. 
Сколько метров забора в день красит трезвый маляр? 

3. Лев придумал новую алгебру, в которой сумма чисел A и B выражается через обычные арифметические действия формулой (A+B)/(1-AB) . 
Равны ли в новой алгебре Льва произведения 3 на 4 и 4 на 3 ? 

4. На плоскости провели 4 прямых, в результате чего она разбилась на несколько областей. В каждую область записали число участков, из которых состоит ее граница (эти участки могут быть отрезками, лучами или целыми прямыми). 
Найдите наибольшее и наименьшее значения суммы всех записанных чисел. 

5. Найдите наименьшее натуральное число, которое нацело делится на 2000, 2001, 2002, 2003 и 2004.
6. Перед Вами оказывается шесть дверей, и к каждой прикреплена табличка. Из надписей на стенах Вы узнаёте, что за одной дверью — выход, за остальными — либо ложные ходы, либо свирепые людоеды. Если за дверью выход, то на табличке, прикреплённой к этой двери, написана правда, если людоед — ложь, а на дверях с ложными ходами может быть написано все, что угодно. Ошибаться не стоит: о свирепости людоедов красноречиво свидетельствуют обглоданные человеческие кости, беспорядочно разбросанные по всему помещению. 

	1. За этой дверью нет выхода.
	2. Утверждение 1 ложно.
	3. За этой дверью то же, что и за дверью 6.

	4. На дверях 1 и 6 написаны утверждения одинаковой истинности
	5. За дверью 2 — очень голодный людоед.
	6. За этой дверью — людоед.


В какую дверь Вам следует войти? 

8 класс

1. Один гость, приезжавший на юбилей Санкт-Петербурга, тратил деньги только на поездки в метро (по 7 рублей за жетон) и походы в музеи (по 50 рублей за визит). Позже он подсчитал свои расходы и только по ним понял, сколько раз он ездил на метро и сколько раз ходил в музей. 
Какой суммы не могли в этом случае превысить его расходы? 

2. На плоскости построены несколько окружностей, никакие две из которых не пересекаются (но какие-то могут лежать внутри других). Назовем две окружности соседними, если на каждой из них можно выбрать по точке, отрезок между которыми не имеет общих точек ни с одной из остальных окружностей. Для каждой из построенных окружностей сосчитали число соседних с ней. 
Могла ли сумма всех этих чисел оказаться равной 2004 ? 

3. Лев придумал новую алгебру, в которой сумма чисел A и B выражается через обычные арифметические действия формулой (A+B)/(1-AB) . 
Чему в новой алгебре Льва равно произведение 8 на 8 ? 

4. Дед Мороз увидел 2004 детей, выстроившихся по кругу. Проблема выдачи подарков заключалась в том, что двоечникам полагается один подарок, а всем остальным – два. Кроме того, двоечники вечно говорят неправду, в то время как остальные дети правдивы. Дед Мороз спросил: «Сколько подарков нужно давать стоящему слева от вас?», после чего сложил ответы детей. Потом он спросил: «Сколько подарков нужно давать стоящему справа от вас?», после чего сложил эти ответы. 
Как сильно могут отличаться эти две суммы друг от друга? 

5. На клетчатой бумаге по линиям прямоугольной сетки со стороной 1 построена замкнутая ломаная длины 2004. 
Какую наибольшую площадь может охватить эта ломаная? 

6. Перед Вами оказывается шесть дверей, и к каждой прикреплена табличка. Из надписей на стенах Вы узнаёте, что за одной дверью — выход, за остальными — либо ложные ходы, либо свирепые людоеды. Если за дверью выход, то на табличке, прикреплённой к этой двери, написана правда, если людоед — ложь, а на дверях с ложными ходами может быть написано все, что угодно. Ошибаться не стоит: о свирепости людоедов красноречиво свидетельствуют обглоданные человеческие кости, беспорядочно разбросанные по всему помещению. 

	1. За этой дверью нет выхода.
	2. Утверждение 1 ложно.
	3. За этой дверью то же, что и за дверью 6.

	4. На дверях 1 и 6 написаны утверждения одинаковой истинности
	5. За дверью 2 — очень голодный людоед.
	6. За этой дверью — людоед.


В какую дверь Вам следует войти? 

9 класс

1. Вы видите, как на стенке то появляются, то исчезают светящиеся трёхзначные числа. На стене написано, что каждое следующее число — это три последние цифры произведения двух предыдущих чисел. Вспыхивает число 995, после этого — ещё несколько чисел, которых Вы не запомнили, затем появляется 998. 
Можно ли верить надписям на стенах? 

2. Лев построил ломаную OA1A2A3…A2004 , все звенья которой равны 1, причем каждое звено AkAk+1 перпендикулярно соответствующему радиусу OAk . 
Найдите длину последнего радиуса OA2004 . 

3. Известно, что уравнение x3-px2+qx-1=0 имеет 3 различных положительных корня. 
Докажите, что произведение коэффициентов p и q этого уравнения не может быть меньше 9. 

4. На плоскости построены несколько окружностей, никакие две из которых не пересекаются (но какие-то могут лежать внутри других). Назовем две окружности соседними, если на каждой из них можно выбрать по точке, отрезок между которыми не имеет общих точек ни с одной из остальных окружностей. Для каждой из построенных окружностей сосчитали число соседних с ней. 
Могла ли сумма всех этих чисел оказаться равной 2004 ? 

5. Лев придумал новую алгебру, в которой сумма чисел A и B выражается через обычные арифметические действия формулой (A+B)/(1-AB) . 
Чему в новой алгебре Льва равно 2 во второй степени? 

6. Существует ли треугольник, длины всех сторон которого – целые числа, одна из них равна 2004, но площадь треугольника меньше 1 ? 

10 класс

1. Лев придумал новую алгебру, в которой сумма чисел A и B выражается через обычные арифметические действия формулой (A+B)/(1-AB) . 
Чему в новой алгебре Льва равно 2 в третьей степени? 

2. Существует ли треугольник, длины всех сторон которого – целые числа, одна из них равна 2004, но площадь треугольника меньше 1000 ? 

3. Известно, что уравнение x3-px2+qx-1=0 имеет 3 различных положительных корня. 
Докажите, что произведение коэффициентов p и q этого уравнения не может быть меньше 9. 

4. На плоскости провели несколько прямых, в результате чего она разбилась на многоугольные области. Вершинами этих областей являются точки пересечения проведенных прямых, а сторонами – отрезки (между вершинами), лучи (выходящие из вершин), либо (в исключительных случаях) целые прямые. В каждую область записали число ограничивающих ее сторон. Оказалось, что сумма записанных чисел равна 2004. 
Каким в этом случае могло быть число прямых? 

5. Найдите все пары натуральных чисел A и B, для которых справедливо равенство 
AB-AAB=2004 . 

6. Для каждого натурального N через P(N) обозначим число целочисленных решений уравнения 
x2+y2=N . 
Сколько цифр имеет десятичная запись числа 
P(1)+P(2)+P(3)+…+P(2003)+P(2004) ? 

11 класс

1. Обозначим через Pn(x) произведение двучленов 
x-1 , x2-2 , … , xn-n . 
Найдите все такие n , при которых уравнение 
Pn(x)=2004 имеет целый корень. 

2. Известно, что углы A и B – острые и удовлетворяют двум уравнениям: sinB=tg2A и tgB=cos3A . 
Выразите угол A в градусах. 

3. Правильным тетраэдром называется треугольная пирамида, все 6 ребер которой равны друг другу. Пусть точка K – середина ребра CD правильного тетраэдра ABCD. В плоскости ABK построена окружность, касающаяся луча KA в точке A, а луча KB в точке B. Через EF обозначен параллельный AB диаметр этой окружности. 
Найдите величину угла EKF. 

4. Для каждого натурального N через P(N) обозначим число целочисленных решений уравнения 
x2+y2=N . 
Сколько цифр имеет десятичная запись числа 
P(1)+P(2)+P(3)+…+P(2003)+P(2004) ? 

5. Лев придумал новую алгебру, в которой сумма чисел A и B выражается через обычные арифметические действия формулой (A+B)/(1-AB) . 
Существуют ли в новой алгебре Льва такие различные положительные числа X и Y, для которых равны произведения X на Y и Y на X ? 

6. Докажите для x>0 неравенство arctgx>x/(1+x2) . 

12 класс

1. Что на самом деле обозначено буквой C в известной формуле 
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 ? 

2. Лев построил ломаную OA1A2A3…A10000 , все звенья которой равны 1, причем каждое звено AkAk+1 перпендикулярно соответствующему радиусу OAk . 
Найдите длину последнего радиуса OA10000 . 

3. Опишите множество всех таких функций f(x) , для которых при любом вещественном x выполняется равенство 
f(x2)+f((x+1)2)=f((x+2)2) . 

4. Правильным тетраэдром называется треугольная пирамида, все 6 ребер которой равны друг другу. Пусть точка K – середина ребра CD правильного тетраэдра ABCD. В плоскости ABK построена окружность, касающаяся луча KA в точке A, а луча KB в точке B. Через EF обозначен параллельный AB диаметр этой окружности. 
Найдите величину угла EKF. 

5. Для каждого натурального N через P(N) обозначим число целочисленных решений уравнения 
x2+y2=N . 
Сколько цифр имеет десятичная запись числа 
P(1)+P(2)+P(3)+…+P(2003)+P(2004) ? 

6. Магазин продает компьютер в кредит на следующих условиях. В день покупки покупатель платит 1800 рублей, которые составляют 20% от полной цены. Затем в последний день каждого из 12 последующих месяцев (начиная со дня покупки) он платит по 777 рублей. 
С точностью до 1% найдите, под какой среднегодовой процент магазин кредитует таких покупателей. 

Задачи 2005 года

5 класс

1. В театре есть три прожектора – красный, синий и желтый, которыми с помощью переключателей управляют два осветителя. Переключатель позволяет зажечь любой погашенный прожектор, либо погасить зажженный. Комбинация красного и синего цветов дает фиолетовый, красного и желтого – оранжевый, а синего и желтого – зеленый. Включение сразу всех прожекторов назовем белым цветом, а гашение всех – черным. 
В некоторый момент сцена была окрашена в оранжевый цвет. Что произойдет, если одновременно, но не сговариваясь друг с другом, один из осветителей захочет перекрасить ее в фиолетовый цвет, а другой – в зеленый? 

2. Министр финансов Дурляндии выпустил в обращение только монеты достоинством в 7 и 11 дуриков. Покупатель должен заплатить продавцу ровно 5 дуриков. 
Сумеют ли они рассчитаться, если у каждого из них есть только по 4 монеты того и другого достоинства? 

3. Какой день недели наступит ровно через 2005 недель после 24 января 2005 года? 

4. Квадратную клеточку можно двумя способами разбить диагональю на два треугольника. Если один из треугольников закрасить, то такую фигуру назовем ежиком. Двух ежиков нельзя размещать на клетчатой бумаге так, чтобы они имели общую сторону. 
Какое наименьшее число ежиков и как можно расположить в квадрате 5х5 клеток, чтобы к ним с соблюдением данного условия уже нельзя было добавить ни одного нового? 

5. Слиток имеет форму кирпича и весит 10 килограмм. Его муляж на 20% короче, на 25% шире и сделан из вдвое более легкого материала. Оказалось, что весят они одинаково. 
Что выше – муляж или слиток – и на сколько процентов? 

6. Существует ли натуральное число, сумма цифр которого больше его самого? 

6 класс

1. Назовите дату, ровно на 2005 недель более раннюю, чем 24 января 2005 года. 

2. В театре есть три прожектора – красный, синий и желтый, которыми с помощью переключателей управляют два осветителя. Переключатель позволяет зажечь любой погашенный прожектор, либо погасить зажженный. Комбинация красного и синего цветов дает фиолетовый, красного и желтого – оранжевый, а синего и желтого – зеленый. Включение сразу всех прожекторов назовем белым цветом, а гашение всех – черным. 
В некоторый момент сцена была окрашена в оранжевый цвет. Что произойдет, если одновременно, но не сговариваясь друг с другом, один из осветителей захочет перекрасить ее в фиолетовый цвет, а другой – в зеленый? 

3. Министр финансов Дурляндии выпустил в обращение только монеты достоинством в 7 и 11 дуриков. Покупатель должен заплатить продавцу ровно 5 дуриков. 
Сумеют ли они рассчитаться, если у каждого из них есть только по 3 монеты того и другого достоинства? 

4. Слиток имеет форму кирпича и весит 10 килограмм. Его муляж на 60% короче, на 25% уже и сделан из вдвое более легкого материала. Оказалось, что весят они одинаково. 
Что выше – муляж или слиток – и на сколько процентов? 

5. Квадратную клеточку можно двумя способами разбить диагональю на два треугольника. Если один из треугольников закрасить, то такую фигуру назовем ежиком. Двух ежиков нельзя размещать на клетчатой бумаге так, чтобы они имели общую сторону. 
Какое наименьшее число ежиков и как можно расположить в квадрате 6х6 клеток, чтобы к ним с соблюдением данного условия уже нельзя было добавить ни одного нового? 

6. Если одно число с суммой цифр, делящейся на 3, умножить на другое число с таким же свойством, то всегда получится число с суммой цифр, делящейся на 9. 
Сохранится ли истинность этого утверждения, если 3 и 9 заменить в нем на 333 и 999? 

7 класс

1. Можно ли получить ромб, приложив друг к другу несколько копий одного и того же разностороннего треугольника? 

2. Назовите дату, ровно на 2005 недель более позднюю, чем 24 января 2005 года. 

3. Можно ли так расставить на шахматной (8х8) доске цифры от 0 до 9, чтобы в клетках, соседних с каждой (их от 3 до 8), стояли только различные цифры, и ни для каких двух клеток не повторялась бы очередность этих соседних номеров при обходе вокруг клетки против часовой стрелки? 

4. Алекс написал на карточках числа от 10000 до 99999. Затем он выбрал из них десять неизвестно каких карточек и хочет выложить их друг за другом так, чтобы полученное 50-значное число не делилось на 41. 
Всегда ли он сможет так сделать? 

5. В театре есть три прожектора – красный, синий и желтый, которыми с помощью переключателей управляют два осветителя. Переключатель позволяет зажечь любой погашенный прожектор, либо погасить зажженный. Комбинация красного и синего цветов дает фиолетовый, красного и желтого – оранжевый, а синего и желтого – зеленый. Включение сразу всех прожекторов назовем белым цветом, а гашение всех – черным. 
Окончательно запутавшись, осветители хотят занумеровать эти восемь цветов числами и придумать такую операцию над номерами, чтобы ее выполнение позволяло быстро и легко определить, как именно заменить любой из цветов любым другим. 
Помогите им решить эту проблему. 

6. Министр финансов Дурляндии выпустил в обращение только монеты достоинством в 7 и 11 дуриков. Покупатель должен заплатить продавцу ровно 5 дуриков. 
Сумеют ли они рассчитаться, если у каждого из них есть только по 3 монеты того и другого достоинства? 

8 класс

1. Множество А состоит из натуральных чисел, ни сумма, ни разность никаких двух из которых не делятся на 2005. 
Каково максимально возможное число элементов такого множества А? 

2. Найдите наименьшее натуральное число, которое в трех системах счисления записывается (разными) парами одинаковых цифр. 

3. Ник сумел сложить ромб из нескольких копий одного и того же разностороннего треугольника. 
Какое наименьшее число копий он мог для этого использовать? 

4. Назовите уже прошедшую дату (год, месяц, число), которую от 24 января 2005 года отделяют ровно 32 года, 32 месяца, 32 недели и 32 дня. 

5. Можно ли так расставить на шахматной (8х8) доске цифры от 0 до 9, чтобы в клетках, соседних с каждой (их от 3 до 8), стояли только различные цифры, и ни для каких двух клеток не повторялась бы очередность этих соседних номеров при обходе вокруг клетки против часовой стрелки? 

6. Алекс написал на карточках числа от 0 до 99999. Затем на карточках, отвечающих числам, меньшим 10000, он приписал впереди столько нулей, чтобы на каждой карточке оказалось ровно 5 цифр. Он хочет выложить эти карточки друг за другом так, чтобы полученное 500000-значное число делилось на 41. 
Сможет ли он так сделать? 

9 класс

1. Множество А состоит из натуральных чисел, ни сумма, ни разность никаких двух из которых не делятся на 2005. 
Каково максимально возможное число элементов такого множества А? 

2. Найдите наименьшее натуральное число, запись которого в трех разных системах счисления содержит ровно две единицы и несколько нулей (не менее одного). 

3. На плоскости выбраны три точки. 
Постройте три попарно касающиеся окружности с центрами в этих точках. 

4. Назовем средним антигеометрическим двух чисел квадратный корень из их неполного квадрата разности. 
Докажите, что среднее арифметическое положительных чисел всегда лежит между средним геометрическим и средним антигеометрическим этих же чисел. 

5. Ник сумел сложить квадрат из нескольких копий одного и того же разностороннего треугольника. 
Какое наименьшее число копий он мог для этого использовать? 

6. Назовите уже прошедшую дату (год, месяц, число), которую от 24 января 2005 года отделяют ровно 31 год, 31 месяц, 31 неделя и 31 день. 

10 класс

1. Найдите наименьшее натуральное число, запись которого в трех разных системах счисления содержит ровно две единицы и несколько нулей (возможно, ни одного). 

2. На плоскости выбраны три точки, не лежащие на одной прямой. 
Всегда ли и сколькими способами можно построить три попарно касающиеся окружности с центрами в этих точках? 

3. Каждую вершину выпуклого пятиугольника соединили отрезком с точкой пересечения диагоналей четырехугольника, образованного оставшимися вершинами. 
Можно ли утверждать, что пять проведенных отрезков всегда пересекутся в одной точке? 

4. Дан правильный тетраэдр (треугольная пирамида, все 6 ребер которой равны друг другу). Разрешается от одной из вершин «отпилить» кусок в форме треугольной пирамиды (не обязательно правильной). 
Может ли сумма длин всех ребер уменьшиться в результате этого действия? 

5. Назовем средним антигеометрическим двух чисел квадратный корень из их неполного квадрата разности. 
Докажите, что среднее антигеометрическое не может быть меньше арифметического этих же чисел. 

6. Назовите уже прошедшую дату (год, месяц, число), которую от 24 января 2005 года отделяют ровно 30 лет, 30 месяцев, 30 недель и 30 дней. 

11 класс

1. Может ли производная произведения двух непостоянных функций равняться произведению их производных? 

2. Четыре сферы попарно касаются друг друга. 
Могут ли их радиусы выражаться последовательными натуральными числами? 

3. На плоскости выбраны три точки, не лежащие на одной прямой. 
Всегда ли и сколькими способами можно построить три попарно касающиеся окружности с центрами в этих точках? 

4. Дан правильный тетраэдр (треугольная пирамида, все 6 ребер которой равны друг другу). Разрешается от одной из вершин «отпилить» кусок в форме треугольной пирамиды (не обязательно правильной). 
Может ли сумма длин всех ребер увеличиться в результате этого действия? 

5. Назовите уже прошедшую дату (год, месяц, число), которую от 24 января 2005 года отделяют ровно 31 год, 30 месяцев, 29 недель и 28 дней. 

6. Алекс написал на карточках числа от 0 до 99999. Затем на карточках, отвечающих числам, меньшим 10000, он приписал впереди столько нулей, чтобы на каждой карточке оказалось ровно 5 цифр. Он хочет выложить эти карточки друг за другом так, чтобы полученное 500000-значное число не делилось на 41. 
Сможет ли он так сделать? 

12 класс

1. Может ли квадрат производной непостоянной функции равняться производной от ее квадрата? 

2. Множество А состоит из натуральных чисел. Ни для какого его подмножества сумма элементов не делится на 2005. 
Каково максимально возможное число элементов такого множества А? 

3. Найдите наименьшее натуральное число, которое в четырех системах счисления записывается (разными) парами одинаковых цифр. 

4. Четыре сферы попарно касаются друг друга. 
Могут ли их радиусы выражаться натуральными числами?

5. Петр хочет построить такой чертеж из нескольких окружностей на плоскости, чтобы каждые две из них имели ровно одну общую точку, но при этом никакая точка не была бы общей сразу для трех окружностей. 
Каково максимально возможное число окружностей на таком чертеже? 

6. Назовите уже прошедшую дату (год, месяц, число), которую от 24 января 2005 года отделяют ровно 31 год, 29 месяцев, 27 недель и 25 дней. 

Задачи 2006 года

Задачи для 5 класса

1. Лев записал в таблицу 5х5 целые числа. Оказалось, что каждое число равно среднему арифметическому остальных 24 чисел. Могут ли в этой таблице быть различные числа?

2. Ник и Дик придумали себе игру. Сначала они выбирают три цифры (от 0 до 9; Ник – первую и третью, а Дик – вторую). Затем Дик выбирает арифметической действие (сложение, вычитание, умножение или деление). Ник должен поставить знак этого действия между двумя из выбранных цифр так, чтобы в итоге получилась третья (в любом порядке). Если он сумеет это сделать, то выигрывает, а если нет, то проиграл. Например, если названы цифры 1, 2, 3 и вычитание, то Ник выиграет (так как 3–1=2), а если умножение, то проиграет. У которого из двух игроков есть возможность сделать беспроигрышный выбор?

3. Разбейте 2006 в сумму как можно большего числа различных натуральных слагаемых.

4. У Винни-Пуха есть несколько горшочков из-под мёда и несколько лопнувших шариков. Так как красных шариков у Винни-Пуха было больше, чем шариков какого-либо другого цвета, то сначала он разложил в горшочки по одному красному шарику. Но несколько горшочков остались пустыми, и тогда Винни-Пух положил в них по одному зеленому шарику. Оставшиеся зеленые шарики он разложил в те горшочки, где уже лежали красные. Затем Винни-Пух разложил по горшочкам шарики остальных цветов, следя за тем, чтобы ни в одном горшочке не оказались два одинаковых шарика. Какое наименьшее число горшочков могло быть у Винни-Пуха?

5. Лев хочет раскрасить все точки плоскости в несколько цветов так, чтобы на каждой прямой отсутствовали точки хотя бы одного из использованных им цветов. Какое наименьшее число цветов потребуется для такой раскраски?

6. Сколько календарных суток может занять промежуток времени из 2006 минут?

Задачи для 6 класса

1. Лев записал в таблицу 6х6 целые числа. Оказалось, что каждое число равно среднему арифметическому остальных 5 чисел своего столбца. Могут ли в этой таблице быть различные числа?

2. Ник и Дик придумали себе игру. Сначала они выбирают три различные цифры (от 0 до 9; Ник – первую и третью, а Дик – вторую). Затем Дик выбирает арифметической действие (сложение, вычитание, умножение или деление). Ник должен поставить знак этого действия между двумя из выбранных цифр так, чтобы в итоге получилась третья (в любом порядке). Если он сумеет это сделать, то выигрывает, а если нет, то проиграл. Например, если выбраны цифры 1, 2, 3 и вычитание, то Ник выиграет (так как 3-1=2), а если умножение, то проиграет. У которого из двух игроков есть возможность сделать беспроигрышный выбор?

3. У Винни-Пуха есть несколько горшочков из-под мёда и несколько лопнувших шариков. Так как красных шариков у Винни-Пуха было больше, чем шариков какого-либо другого цвета, то сначала он разложил в горшочки по одному красному шарику. Но несколько горшочков остались пустыми, и тогда Винни-Пух положил в них по одному зеленому шарику. Оставшиеся зеленые шарики он разложил в те горшочки, где уже лежали красные. Затем Винни-Пух разложил по горшочкам шарики остальных цветов, следя за тем, чтобы в каждом горшочке оказалось разное число шариков. Какое наименьшее число горшочков могло быть у Винни-Пуха?

4. Лев утверждает, что если сумма цифр числа, записанного в системе счисления с основанием 2006, делится на 2005, то и само число тоже делится на 2005. Прав ли он?

5. Лев хочет раскрасить все точки плоскости в несколько цветов так, чтобы на каждой прямой отсутствовали точки хотя бы одного из использованных им цветов. Какое наименьшее число цветов потребуется для такой раскраски?

6. Одну из сторон прямоугольника увеличили на 2006%. На сколько процентов нужно уменьшить другую его сторону, чтобы площадь прямоугольника осталась прежней? 

Задачи для 7 класса

1. Лев записал в таблицу 7х7 целые числа. Оказалось, что каждое число равно среднему арифметическому чисел, записанных в клетки, имеющие с данной общую сторону. Могут ли в этой таблице быть различные числа?

2. Ник утверждает, что если натуральное число делится на 2006, то при делении на 2005 оно даст в остатке 1. Прав ли Ник?

3. У Винни-Пуха есть несколько горшочков из-под мёда и несколько лопнувших шариков. Так как красных шариков у Винни-Пуха было больше, чем шариков какого-либо другого цвета, то сначала он разложил в горшочки по одному красному шарику. Но несколько горшочков остались пустыми, и тогда Винни-Пух положил в них по одному зеленому шарику. Оставшиеся зеленые шарики он разложил в те горшочки, где уже лежали красные. Затем Винни-Пух разложил по горшочкам шарики остальных цветов, следя за тем, чтобы в каждом горшочке оказалось разное число шариков. Какое наименьшее число шариков могло быть у Винни-Пуха?

4. Найдите оба корня уравнения 7х2=х+2006 .

5. Одну из сторон прямоугольника увеличили на 2006%. На сколько процентов нужно уменьшить другую его сторону, чтобы площадь прямоугольника осталась прежней?

6. Лев утверждает, что если сумма цифр числа, записанного в системе счисления с основанием 2006, делится на 5, то и само число тоже делится на 5. Прав ли он?

Задачи для 8 класса

1. Лев вписал целые числа в клетки шахматной доски (8х8). Оказалось, что каждое число на белой клетке равно среднему арифметическому остальных 7 чисел своего столбца, а каждое число на черной клетке равно среднему арифметическому остальных 7 чисел своей строки. Могут ли в этой таблице быть различные числа?

2. Существует ли треугольник, площадь и длины двух сторон которого равны 2006 ?

3. Лев хочет раскрасить все точки плоскости в несколько цветов так, чтобы на каждой окружности отсутствовали точки хотя бы одного из использованных им цветов. Какое наименьшее число цветов потребуется для такой раскраски?

4. Докажите, что  х2006+х+1 можно разложить в произведение двух многочленов (выше первой степени) с целыми коэффициентами.

5. У Винни-Пуха есть несколько горшочков из-под мёда и несколько лопнувших шариков. Так как красных шариков у Винни-Пуха было больше, чем шариков какого-либо другого цвета, то сначала он разложил в горшочки по одному красному шарику. Но несколько горшочков остались пустыми, и тогда Винни-Пух положил в них по одному зеленому шарику. Оставшиеся зеленые шарики он разложил в те горшочки, где уже лежали красные. Затем Винни-Пух разложил по горшочкам шарики остальных цветов, следя за тем, чтобы во всех горшочках оказались разные комбинации шариков. Какое наименьшее число шариков могло быть у Винни-Пуха?

6. Лев утверждает, что если сумма цифр числа, записанного в системе счисления с основанием 2006, делится на 5, то и само число тоже делится на 5. Назовите еще два делителя с этим же свойством. 

Задачи для 9 класса

1. Лев записал в таблицу 9х9 целые числа. Оказалось, что каждое число равно среднему арифметическому чисел, записанных в клетки, имеющие с данной общую вершину или сторону. Могут ли в этой таблице быть различные числа?

2. Разбейте 2006 в сумму как можно меньшего числа квадратов натуральных чисел.

3. Лев хочет раскрасить все точки плоскости в несколько цветов так, чтобы на каждой окружности отсутствовали точки хотя бы одного из использованных им цветов. Какое наименьшее число цветов потребуется для такой раскраски?

4. Докажите, что  х2006+х+1 можно разложить в произведение двух многочленов (выше первой степени) с целыми коэффициентами.

5. Длины двух сторон треугольника зафиксированы, а третья может меняться. В каком случае радиус окружности, описанной вокруг такого треугольника, окажется минимально возможным?

6. Найдите все корни уравнения  (х+6)(х2–3)=2006 .
Задачи для 10 класса

1. Лев записал в таблицу 10х10 целые числа. Оказалось, что каждое число равно среднему арифметическому чисел, записанных в клетки, имеющие с данной общую вершину, но не имеющие с ней общей стороны. Могут ли в этой таблице быть различные числа?

2. Существует ли ромб, площадь и длины каждой из сторон которого равны 2006 ?
3. Разбейте 2006 в сумму как можно меньшего числа кубов натуральных чисел.

4. Лев хочет раскрасить все точки плоскости в несколько цветов так, чтобы на каждой окружности отсутствовали точки хотя бы одного из использованных им цветов. Какое наименьшее число цветов потребуется для такой раскраски?

5. Длины двух сторон треугольника зафиксированы, а третья может меняться. Чему она равна в случае, когда радиус окружности, описанной вокруг такого треугольника, становится минимально возможным?

6. Может ли иметь 2006-угольное сечение многогранник, у которого нет ни одного треугольного сечения?

Задачи для 11 класса

1. Лев записал в таблицу 11х11 целые числа. Оказалось, что каждое число равно сумме чисел, записанных в клетки, имеющие с данной общую вершину или сторону. Могут ли в этой таблице быть различные числа?

2. Существует ли 2006-угольник, площадь и длины каждой из 2006 сторон которого равны 2006 ?
3. Лев хочет раскрасить все точки пространства в несколько цветов так, чтобы на каждой сфере отсутствовали точки хотя бы одного из использованных им цветов. Какое наименьшее число цветов потребуется для такой раскраски?

4. Длины двух сторон треугольника зафиксированы, а третья может меняться. Чему равен минимально возможный радиус окружности, описанной вокруг такого треугольника?

5. Найдите наименьшее натуральное число С, для которого не существует таких натуральных чисел А и В, что  АВ+АС+ВС=2006 .

6. Верно ли, что если 0<x<1 , то  6(6x–x3)– (6x–x3)3>4(4x+x3)+ (4x+x3)3  ?

Задачи для 12 класса

1. Лев записал в таблицу 12х12 целые числа. Оказалось, что каждое число равно среднему арифметическому чисел, записанных в клетки, имеющие с данной общую вершину, но не имеющие с ней общей стороны. Могут ли в этой таблице быть различные числа?

2. Найдите наибольшее натуральное число С, для которого существуют такие натуральные числа А и В, что  АВ+АС+ВС=2006 .

3. Лев хочет раскрасить все точки пространства в несколько цветов так, чтобы на каждой сфере отсутствовали точки хотя бы одного из использованных им цветов. Какое наименьшее число цветов потребуется для такой раскраски?

4. Длины двух сторон треугольника зафиксированы, а третья может меняться. Чему равен минимально возможный радиус окружности, описанной вокруг такого треугольника?

5. На Новый год Льву подарили чудо-компьютер. Если в компьютер ввести функцию, то он вычисляет значение определенного интеграла от 2006-ой степени этой функции по промежутку от 0 до 10. Лев сначала ввел sinx , а затем соsx . Какое из двух выданных компьютером чисел больше и сколь велика разность между ними?

6. Верно ли, что если 0<x<1 , то  6(6x–x3)– (6x–x3)3>4(4x+x3)+ (4x+x3)3  ?

Задачи 2007 года 

5 класс


1.
Лугопарк имеет форму квадрата 12х12км, разбитого на три полосы, шириной по 4км. Одна из крайних полос покрыта снегом, другая - песком, а на средней полосе залит каток. Конькобежец бежит по льду со скоростью 12км/час, по снегу 4км/час, а по песку - 3 км/час. Лыжник бежит по льду со скоростью 3км/час, по снегу 12км/час, а по песку - 4 км/час. Атлет бежит по льду со скоростью 4км/час, по снегу 3км/час, а по песку - 12км/час. Все трое одновременно стартуют из одного угла лугопарка, чтобы финишировать в противоположном. Каждый из них самостоятельно выбирает наиболее быстрый для себя маршрут движения. Кто из них прибежит первым?

2.
У Вовы есть чудо-калькулятор с двумя кнопками, одна из которых увеличивает высвеченное на индикации число на 1, а другая - в 2 раза. В начальный момент на индикации 0. Помогите ему так нажать на эти кнопки, чтобы получить на индикации 2007. Как это сделать наименьшим числом нажатий?

3.
В понедельник, среду и пятницу акции ООО "Рога и Копыта" росли в цене на 20%, а во вторник и четверг падали на 25%. В какой момент недели курс акций был выше всего?

4.
Катя нашла наименьшее из натуральных чисел, у которых сумма цифр равна 2007. Чему равна сумма цифр следующего за ним числа?

5.
Материки зеленой планеты занимают на ней вдвое большую площадь, чем океаны. Четверть площади материков занимают озера. Пятую часть площади океанов и шестую часть площади озер занимают острова. Чего больше на поверхности зеленой планеты - суши или воды? 

6.
Два игрока по очереди ставят цифры в свободные клетки квадрата 4х4. Тот, кто ставит первую цифру, стремится сделать так, чтобы в каждой строчке, каждом столбце и каждом угловом квадрате 2х2 все 4 цифры оказались различными. Второй старается ему в этом помешать, однако не имеет права нарушать эти правила до тех пор, пока остается иная возможность. Кто из них достигнет своей цели, если будет действовать наилучшим образом?

6 класс

1.
Лугопарк имеет форму квадрата 12х12км, разбитого на три полосы, шириной по 4км. Одна из крайних полос покрыта снегом, другая - песком, а на средней полосе залит каток. Конькобежец бежит по льду со скоростью 12км/час, по снегу 4км/час, а по песку - 3 км/час. Лыжник бежит по льду со скоростью 3км/час, по снегу 12км/час, а по песку - 4 км/час. Атлет бежит по льду со скоростью 4км/час, по снегу 3км/час, а по песку - 12км/час. Все трое одновременно стартуют из одного угла лугопарка, чтобы финишировать в противоположном. Каждый из них самостоятельно выбирает наиболее быстрый для себя маршрут движения. Кто из них прибежит первым?

2.
У Миши есть чудо-калькулятор с двумя кнопками, одна из которых увеличивает высвеченное на индикации число на 1, а другая - в 3 раза. В начальный момент на индикации 0. Помогите ему так нажать на эти кнопки, чтобы получить на индикации 2007. Как это сделать наименьшим числом нажатий?

3.
В понедельник, среду и пятницу акции ООО "Рога и Копыта" росли в цене на 20%, а во вторник и четверг падали на 20%. В какой момент недели курс акций был выше всего?

4.
Таня последовательно выписывает натуральные числа (1, 2, 3, 4, ...), ищет общую сумму их цифр и проверяет, не окажется ли она равной 2007. На каком числе Таня остановится, и что покажет её проверка?

5.
Материки желтой планеты занимают на ней вдвое большую площадь, чем океаны. Треть площади материков занимают озера. Четверть часть площади океанов и пятую часть площади озер занимают острова. Чего больше на поверхности желтой планеты - суши или воды?

6.
Два игрока по очереди ставят цифры в свободные клетки квадрата 4х4. Тот, кто ставит первую цифру, может ставить только нечетные цифры. Он стремится сделать так, чтобы в каждой строчке, каждом столбце и каждом угловом квадрате 2х2 все 4 цифры оказались различными. Второй может ставить только четные цифры и старается помешать первому. Однако он не имеет права нарушать названные правила до тех пор, пока остается иная возможность. Кто из них достигнет своей цели, если будет действовать наилучшим образом?

7 класс


1.
Лугопарк имеет форму квадрата 12х12км, разбитого на три полосы, шириной по 4км. Одна из крайних полос покрыта снегом, другая - песком, а на средней полосе залит каток. Конькобежец бежит по льду со скоростью 12км/час, по снегу 4км/час, а по песку - 3 км/час. Лыжник бежит по льду со скоростью 3км/час, по снегу 12км/час, а по песку - 4 км/час. Атлет бежит по льду со скоростью 4км/час, по снегу 3км/час, а по песку - 12км/час. Все трое одновременно стартуют из одного угла лугопарка, чтобы финишировать в противоположном. Каждый из них самостоятельно выбирает наиболее быстрый для себя маршрут движения. Кто из них прибежит первым?

2.
У Бори есть чудо-калькулятор с двумя кнопками, одна из которых вычитает высвеченное на индикации число из 1, а другая - увеличивает в 2 раза. В начальный момент на индикации 0. Помогите ему так нажать на эти кнопки, чтобы получить на индикации 2007. Как это сделать наименьшим числом нажатий?

3.
В понедельник, среду и пятницу акции ООО "Рога и Копыта" росли в цене на 25%, а во вторник и четверг падали на 20%. В какой момент недели курс акций был выше всего?

4.
Можно ли так раскрасить клетки квадрата 4х4 в 7 цветов, чтобы никакая пара цветов не встречалась в соседних клетках (имеющих общую сторону) более одного раза?

5.
Эскалатор на "Пушкинской" поднимает неподвижно стоящего пассажира за 120 секунд, а на "Пролетарской" за 140 секунд. Юра пробегает вверх по эскалатору на "Пушкинской"  за 30 секунд, а Боря на "Пролетарской" за 38 секунд. Кто из мальчиков бегает быстрее и во сколько раз?

6.
Два игрока по очереди ставят цифры в свободные клетки квадрата 4х4. Тот, кто ставит первую цифру, может ставить только цифры 1 или 3. Он стремится сделать так, чтобы в каждой строчке, каждом столбце и каждом угловом квадрате 2х2 все 4 цифры оказались различными. Второй может ставить только цифры 2 или 4 и старается помешать первому. Однако он не имеет права нарушать названные правила до тех пор, пока остается иная возможность. Кто из них достигнет своей цели, если будет действовать наилучшим образом?

8 класс


1.
Лугопарк имеет форму квадрата 12х12км, разбитого на три полосы, шириной по 4км. Одна из крайних полос покрыта снегом, другая - песком, а на средней полосе залит каток. Конькобежец бежит по льду со скоростью 12км/час, по снегу 4км/час, а по песку - 3 км/час. Лыжник бежит по льду со скоростью 3км/час, по снегу 12км/час, а по песку - 4 км/час. Атлет бежит по льду со скоростью 4км/час, по снегу 3км/час, а по песку - 12км/час. Все трое одновременно стартуют из одного угла лугопарка, чтобы финишировать в противоположном. Каждый из них самостоятельно выбирает наиболее быстрый для себя маршрут движения. Кто из них прибежит первым?

2.
У Коли есть чудо-калькулятор с двумя кнопками, одна из которых вычитает высвеченное на индикации число из 1, а другая - увеличивает в 3 раза. В начальный момент на индикации 0. Помогите ему так нажать на эти кнопки, чтобы получить на индикации 2007. Как это сделать наименьшим числом нажатий?

3.
Галя последовательно выписывает натуральные числа в двоичной системе счисления (1, 10, 11, 100, ...), суммирует записанные единицы и проверяет, не окажется ли сумма равной 2007. На каком числе Галя остановится, и что покажет её проверка?

4.
Найдите такие натуральные m и n, что  (m-n2)(m2-2n)=2007 .

5.
Эскалатор на "Пушкинской" поднимает неподвижно стоящего пассажира за 120 секунд, а на "Пролетарской" за 140 секунд. Юра пробегает вверх по эскалатору на "Пушкинской"  за 30 секунд, а Вася на "Пролетарской" за 40 секунд. Кто из мальчиков бегает быстрее и на сколько процентов?

6.
Два игрока по очереди ставят цифры от 1 до 4 в свободные клетки квадрата 4х4. Тот, кто ставит первую цифру, стремится сделать так, чтобы в каждой строчке, каждом столбце и каждом угловом квадрате 2х2 все 4 цифры оказались различными. Второй старается помешать первому. Однако он не имеет права нарушать названные правила до тех пор, пока остается иная возможность. Кто из них достигнет своей цели, если будет действовать наилучшим образом?

9 класс


1.
Лугопарк имеет форму квадрата 12х12км, разбитого на три полосы, шириной по 4км. Одна из крайних полос покрыта снегом, другая - песком, а на средней полосе залит каток. Конькобежец бежит по льду со скоростью 12км/час, по снегу 4км/час, а по песку - 3 км/час. Лыжник бежит по льду со скоростью 3км/час, по снегу 12км/час, а по песку - 4 км/час. Атлет бежит по льду со скоростью 4км/час, по снегу 3км/час, а по песку - 12км/час. Все трое одновременно стартуют из одного угла лугопарка, чтобы финишировать в противоположном. Каждый из них самостоятельно выбирает наиболее быстрый для себя маршрут движения. Кто из них прибежит первым?

2.
В треугольник, длины всех сторон которого измеряются целыми числами, вписан круг радиуса 1. Достаточно ли этой информации для нахождения длин сторон?

3.
Катя нашла наименьшее из натуральных чисел, у которых сумма цифр равна 2007. Чему равна сумма цифр следующего за ним числа?

4.
Найдите такие натуральные m и n, что  (m-n2)(m2-2n)=2007 .
5.
В момент, когда Аня и Ира зашли на встречные эскалаторы, они оказались на ступеньках под одинаковыми номерами. Затем обе девочки шагали по ходу движения и в момент схода они снова оказались на ступеньках под одинаковыми номерами. Ступеньки обоих эскалаторов занумерованы снизу вверх (после последнего номера идет первый). Могло ли еще один раз произойти совпадение номеров ступенек, на которых в тот момент находились Аня и Ира? 

6.
Два игрока по очереди ставят цифры от 1 до 9 в свободные клетки квадрата 9х9. Тот, кто ставит первую цифру, может ставить только нечетные цифры. Он стремится сделать так, чтобы в каждой строчке, каждом столбце и каждом из 9 квадратов 3х3, на которые разбивается основной квадрат, все 9 цифр оказались различными. Второй может ставить только четные цифры или 9. Он старается помешать первому, однако не имеет права нарушать названные правила до тех пор, пока остается иная возможность. Кто из них достигнет своей цели, если будет действовать наилучшим образом?


10 класс


1.
Лугопарк имеет форму квадрата 12х12км, разбитого на три полосы, шириной по 4км. Одна из крайних полос покрыта снегом, другая - песком, а на средней полосе залит каток. Конькобежец бежит по льду со скоростью 12км/час, по снегу 4км/час, а по песку - 3 км/час. Лыжник бежит по льду со скоростью 3км/час, по снегу 12км/час, а по песку - 4 км/час. Атлет бежит по льду со скоростью 4км/час, по снегу 3км/час, а по песку - 12км/час. Все трое одновременно стартуют из одного угла лугопарка, чтобы финишировать в противоположном. Каждый из них самостоятельно выбирает наиболее быстрый для себя маршрут движения. Кто из них прибежит первым?

2.
Можно ли в квадрате 7х7 поместить 100 правильных треугольников со стороной 1?

3.
Назовем почтипараллелограммом четырехугольник, направления противоположных сторон которого различаются меньше, чем на 1 градус. Окружность разбили на 2007 дуг, а точки деления соединили хордами. Можно ли утверждать, что среди них найдутся 4 хорды, точки пересечения которых лежат внутри круга и являются вершинами почтипараллелограмма? 

4.
Петя последовательно выписывает натуральные числа от 1 до n в системе счисления с основанием k, ищет их общую сумму цифр S(n,k) и проверяет, не окажется ли она равной 2007. Меняя k, из подходящих вариантов он оставляет только те, в которых n окажется наименьшим возможным. При каких k это случится?
5.
Сколько целых корней имеет уравнение  3(х+7)/2(х4+х3+132|x+4|)=2007 ?

6.
Два игрока по очереди ставят цифры в свободные клетки квадрата 9х9. Тот, кто ставит первую цифру, стремится сделать так, чтобы в каждой строчке, каждом столбце и каждом из 9 квадратов 3х3, на которые разбивается основной квадрат, все 9 цифр оказались различными. Второй старается помешать первому. Однако он не имеет права нарушать названные правила до тех пор, пока остается иная возможность. Кто из них достигнет своей цели, если будет действовать наилучшим образом?

11 класс

1.
Лугопарк имеет форму квадрата 12х12км, разбитого на три полосы, шириной по 4км. Одна из крайних полос покрыта снегом, другая - песком, а на средней полосе залит каток. Конькобежец бежит по льду со скоростью 12км/час, по снегу 4км/час, а по песку - 3 км/час. Лыжник бежит по льду со скоростью 3км/час, по снегу 12км/час, а по песку - 4 км/час. Атлет бежит по льду со скоростью 4км/час, по снегу 3км/час, а по песку - 12км/час. Все трое одновременно стартуют из одного угла лугопарка, чтобы финишировать в противоположном. Каждый из них самостоятельно выбирает наиболее быстрый для себя маршрут движения. Кто из них прибежит первым?

2.
Можно ли в квадрате 13х13 поместить 375 правильных треугольников со стороной 1? 

3.
Назовем почтипараллелограммом четырехугольник, направления противоположных сторон которого различаются меньше, чем на 1 градус. Окружность разбили на 2007 дуг, а точки деления соединили хордами. Можно ли утверждать, что среди них найдутся 4 хорды, точки пересечения которых лежат внутри круга и являются вершинами почтипараллелограмма? 

4.
Существует ли функция, значения которой и её 2007 производных при х=2007 равны 2007?

5.
Сферы радиусов 1, 2 и 3 попарно касаются друг друга. Найдите радиус круга, вписанного в треугольник, образованный их центрами.

6.
Два игрока по очереди ставят цифры в свободные клетки квадрата 9х9. Тот, кто ставит первую цифру, может ставить только нечетные цифры. Он стремится сделать так, чтобы в каждой строчке, каждом столбце и каждом из 9 квадратов 3х3, на которые разбивается основной квадрат, все 9 цифр оказались различными. Второй может ставить только четные цифры и старается помешать первому. Однако он не имеет права нарушать названные правила до тех пор, пока остается иная возможность. Кто из них достигнет своей цели, если будет действовать наилучшим образом?


12 класс

1.
Лугопарк имеет форму квадрата 12х12км, разбитого на три полосы, шириной по 4км. Одна из крайних полос покрыта снегом, другая - песком, а на средней полосе залит каток. Конькобежец бежит по льду со скоростью 12км/час, по снегу 4км/час, а по песку - 3 км/час. Лыжник бежит по льду со скоростью 3км/час, по снегу 12км/час, а по песку - 4 км/час. Атлет бежит по льду со скоростью 4км/час, по снегу 3км/час, а по песку - 12км/час. Все трое одновременно стартуют из одного угла лугопарка, чтобы финишировать в противоположном. Каждый из них самостоятельно выбирает наиболее быстрый для себя маршрут движения. Кто из них прибежит первым?

2.
В треугольник, длины всех сторон которого измеряются целыми числами, вписан круг радиуса 1. Достаточно ли этой информации для нахождения длин сторон?

3.
Назовем почтипараллелограммом четырехугольник, направления противоположных сторон которого различаются меньше, чем на 1 градус. Окружность разбили на 2007 дуг, а точки деления соединили хордами. Можно ли утверждать, что среди них найдутся 4 хорды, точки пересечения которых лежат внутри круга и являются вершинами почтипараллелограмма?

4.
Существует ли функция, значения которой и её 2007 производных при х=2007 равны 2007?

5.
Накануне Нового года брокеры Иванов и Петров купили одинаковые пакеты акций ООО "Газилла". Затем на протяжении всего года, кроме выходных на бирже суббот, воскресений, 29, 30 и 31 чисел каждого месяца, по четным датам Иванов продавал 1 пакет брокеру Петрову, а по нечетным выкупал у него этот или другой такой же пакет. По окончании года оба брокера продали бирже оставшиеся у них пакеты. Все сделки проводились строго по курсовой стоимости (без каких-либо вычетов). Статистики заметили, что каждый понедельник акции росли в цене на 10% в сравнении с предыдущим торговым днем, каждую среду на 11% и се сделки проводились строго по курсовой стоимости (без каких-либо налогов  с него и 31 чисел каждого месяца, шинами 1 градус.  каждую пятницу на 30%. Зато каждый вторник акции падали в цене на 30%, а каждый четверг - на 10%. Кто из этих двух брокеров больше заработал по итогам года?

6.
Два игрока по очереди ставят цифры от 1 до 9 в свободные клетки квадрата 9х9. Тот, кто ставит первую цифру, стремится сделать так, чтобы в каждой строчке, каждом столбце и каждом из 9 квадратов 3х3, на которые разбивается основной квадрат, все 9 цифр оказались различными. Второй старается помешать первому. Однако он не имеет права нарушать названные правила до тех пор, пока остается иная возможность. Кто из них достигнет своей цели, если будет действовать наилучшим образом?
Задачи 2008 года

5 класс

1. Двое детей по очереди (пропускать ход нельзя!) выставляют на стол либо одну фишку, либо столько, сколько их уже стоит на столе (если нужное число фишек еще осталось в коробочке). Выигрывает тот из них, кто поставит последнюю фишку. В начале игры на столе фишек нет, а в коробочке – 5. Кто выиграет, если будет играть наилучшим образом?

2. В квадрате 5х5 проведены линии, разбивающие его на клетки 1х1. Сколько всего квадратов можно найти на получившемся чертеже?

3. Аня хочет положить в каждую коробку одинаковое число своих игрушек. Сначала она попыталась разложить их по 12 в каждую коробку, но 5 игрушек оказались лишними. Затем она попробовала разложить их по 15 в каждую коробку, но для последней коробки остались только 2 игрушки. Тогда Аня догадалась взять еще одну коробку. Сколько игрушек Аня должна теперь положить в каждую коробку, чтобы добиться своей цели? 

4.  Какой цифрой заканчивается десятичная запись числа 20082008 ?

5. Можно ли так расположить на плоскости 5 отрезков, чтобы каждый из них пересекался со всеми остальными, кроме какого-то одного?

6. Серия трамвайных билетов включает все шестизначные номера от 000000 до 999999. Петербурженка Ася коллекционирует билеты, номера которых делятся на 78. Москвич Вася предпочитает билеты, номера которых делятся на 77, но не делятся на 78. Каких билетов в серии больше и на сколько: интересных Асе или Васе?

6 класс

1. Двое детей по очереди (пропускать ход нельзя!) выставляют на стол либо одну фишку, либо столько, сколько их уже стоит на столе (если нужное число фишек еще осталось в коробочке). Выигрывает тот из них, кто поставит последнюю фишку. В начале игры на столе фишек нет, а в коробочке – 6. Кто выиграет, если будет играть наилучшим образом?

2. В дивизионе меньше тысячи солдат, составляющих три одинаковые по численности батареи. Майор хочет построить их всех на плацу в форме прямоугольника. Сначала он хотел поставить по 17 солдат в каждой шеренге, но для этого не хватило одного солдата. Тогда он попытался  поставить по 13 солдат в каждой шеренге, но в этот раз один солдат оказался лишним. Сколько солдат в одной батарее?

3. Архитектор хочет спланировать новый город, вокруг которого пройдет кольцевая автодорога в форме окружности, а все 2008 улиц должны быть прямыми. Все перекрестки в этом городе должны иметь форму буквы Т: одна улица (или КАД) проходит перекресток насквозь, а другая в него упирается. Найдите число перекрестков.

4. Арбуз весом 3кг стоит 11 гривен, 4кг – 13 гривен, а 5кг – 17 гривен. Какие арбузы нужно выбрать, чтобы за 100 гривен купить их как можно больше по весу?

5. Какими двумя цифрами заканчивается десятичная запись числа 20082008 ?

6. Серия трамвайных билетов включает все шестизначные номера от 000000 до 999999. Петербурженка Ася коллекционирует билеты, номера которых делятся на 78. Москвич Вася предпочитает билеты, номера которых делятся на 77, но не делятся на 78. Каких билетов в серии больше и на сколько: интересных Асе или Васе?

7 класс

1. Двое детей по очереди (пропускать ход нельзя!) выставляют на стол либо одну фишку, либо столько, сколько их уже стоит на столе (если нужное число фишек еще осталось в коробочке). Выигрывает тот из них, кто поставит последнюю фишку. В начале игры на столе фишек нет, а в коробочке – 7. Кто выиграет, если будет играть наилучшим образом?

2. Можно ли так расположить на плоскости 7 отрезков, чтобы каждый из них пересекался со всеми остальными, кроме какого-то одного?

3. В полку меньше тысячи солдат. Полковник хочет построить их на плацу в форме прямоугольника. Сначала он хотел поставить по 17 солдат в каждой шеренге, но для этого не хватило одного солдата. Тогда он попытался  поставить по 19 солдат в каждой шеренге, но опять не хватило одного солдата. Сумеет ли полковник поставить по 20 солдат в каждой шеренге?

4.  Можно ли нарисовать на клетчатой бумаге замкнутую ломаную линию длины 2008, идущую по линиям сетки и охватывающую 2008 клеток?

5. В языке племени δεβαγ есть две гласных буквы (α и ε) и три согласных (β, γ и δ). Ни в одном слове этого языка нет ни двух подряд одинаковых букв, ни трех подряд согласных, ни двух одинаковых слогов. Каждый слог обязательно включает гласную букву, а также предшествующую ей согласную (если она там есть). Если между двумя гласными стоят подряд две согласные, то они относятся к разным слогам. Какое наибольшее число букв может иметь слово этого языка?

6. Шахматная доска имеет форму квадрата 8х8, клетки которой поочередно закрашены в черный и белый цвета. Новая фигура «динозавр» бьет все клетки противоположного цвета, не лежащие вместе с ним на одной вертикали, горизонтали или диагонали. В какую клетку нужно поставить динозавра, чтобы он бил как можно большее число клеток?

8 класс

1. Двое детей по очереди (пропускать ход нельзя!) выставляют на стол либо одну фишку, либо столько, сколько их уже стоит на столе (если нужное число фишек еще осталось в коробочке). Выигрывает тот из них, кто поставит последнюю фишку. В начале игры на столе фишек нет, а в коробочке – 8. Кто выиграет, если будет играть наилучшим образом?

2. Архитектор хочет спланировать новый город, вокруг которого пройдет кольцевая автодорога в форме окружности, а все 2008 улиц должны быть прямыми. Все перекрестки в этом городе должны иметь форму буквы Т: одна улица (или КАД) проходит перекресток насквозь, а другая в него упирается. Каким может оказаться число перекрестков?

3. На чертеже отметили вершины и центр параллелограмма. Затем в каждом треугольнике с вершинами в этих точках отметили концы и середины медиан. Сколько всего оказалось отмеченных точек? 

4. Серия трамвайных билетов включает все шестизначные номера от 000000 до 999999. Петербурженка Ася коллекционирует билеты, номера которых делятся на 78. Москвич Вася предпочитает билеты, номера которых делятся на 77, но не делятся на 78. Каких билетов в серии больше и на сколько: интересных Асе или Васе? 

5. Шахматная доска имеет форму квадрата 8х8, клетки которой поочередно закрашены в черный и белый цвета. Новая фигура «динозавр» бьет все клетки противоположного цвета, не лежащие вместе с ним на одной вертикали, горизонтали или диагонали. В какую клетку нужно поставить динозавра, чтобы он бил как можно меньшее число клеток?

6. Каждое из трех натуральных чисел умножили на разность двух оставшихся, а произведения сложили. Сумма оказалась равна 2008. Подберите эти числа так, чтобы сумма их самих была как можно меньше.

9 класс

1. Двое детей по очереди (пропускать ход нельзя!) выставляют на стол либо одну фишку, либо столько, сколько их уже стоит на столе (если нужное число фишек еще осталось в коробочке). Выигрывает тот из них, кто поставит последнюю фишку. В начале игры на столе фишек нет, а в коробочке – 9. Кто выиграет, если будет играть наилучшим образом?

2. В каждой вершине невыпуклого многоугольника Вася измерил угол между лучами, на которых лежат стороны. Сумма всех углов оказалась равна 2008°. При каком наименьшем числе сторон многоугольника такое могло случиться? 

3. Можно ли так расположить на плоскости 9 отрезков, чтобы каждый из них пересекался со всеми остальными, кроме какого-то одного?

4. Учитель сочиняет квадратное уравнение, абсолютные величины коэффициентов которого равны либо 1, либо 2008. Помогите ему выбрать коэффициенты так, чтобы сумма кубов корней уравнения была как можно больше.

5. Окружности радиусов 3, 4 и 5 имеют общую точку, а вторые точки их попарного пересечения лежат на одной прямой. Сколькими способами из отрезков, соединяющих точки пересечения можно выбрать пару взаимно перпендикулярных?

6. Существует ли многоугольник, периметр и площадь которого равны 2008?

10 класс

1. Двое детей по очереди (пропускать ход нельзя!) выставляют на стол либо одну фишку, либо столько, сколько их уже стоит на столе (если нужное число фишек еще осталось в коробочке). Выигрывает тот из них, кто поставит последнюю фишку. В начале игры на столе фишек нет, а в коробочке – 10. Кто выиграет, если будет играть наилучшим образом?

2. На чертеже провели стороны, диагонали и все средние линии параллелограмма. Затем  буквами обозначили концы и пересечения проведенных отрезков. Сколькими способами можно выбрать трой
ку букв, соответствующие которым точки лежат на одной прямой?

3. Постройте треугольник, длины сторон которого измеряются различными целыми числами, а один из углов равен 60°. Докажите, что существует бесконечно много таких треугольников, не подобных между собой.

4. Постройте на координатной плоскости Opq множество точек (p;q), отвечающих трехчленам  x2+px+q, разность корней которых равна 2008.

5. Астероид имеет форму параллелепипеда. В двух его противоположных вершинах находятся одинаковые волки. Каждый волк контролирует ту часть поверхности, в пределах которой он может добежать в любую точку быстрее своего антипода. При каком соотношении между размерами параллелепипеда в распоряжении каждого волка целиком окажется какая-то из граней?

6. Сколько цифр содержит десятичная запись числа 20082008 ?  

11 класс

1. Двое детей по очереди (пропускать ход нельзя!) выставляют на стол либо одну фишку, либо столько, сколько их уже стоит на столе (если нужное число фишек еще осталось в коробочке). Выигрывает тот из них, кто поставит последнюю фишку. В начале игры на столе фишек нет, а в коробочке – 11. Кто выиграет, если будет играть наилучшим образом?

2. Не пользуясь калькулятором, найдите с точностью до 0,001 стороны прямоугольника, периметр и площадь которого равны 2008.

3. Постройте треугольник, длины сторон которого измеряются различными целыми числами, а один из углов равен 60°. Докажите, что существует бесконечно много таких треугольников, не подобных между собой.

4.  Известно, что значения двух многочленов не совпадают ни в одной точке, кроме двух их общих корней. Какое наименьшее число корней может иметь производная их произведения? 

5. Существует ли многогранник, объем, площадь поверхности и сумма длин всех ребер которого равны 2008?

6. Какое наибольшее число граней правильного икосаэдра может пересечь плоскость?

12 класс

1. Двое детей по очереди (пропускать ход нельзя!) выставляют на стол либо одну фишку, либо столько, сколько их уже стоит на столе (если нужное число фишек еще осталось в коробочке). Выигрывает тот из них, кто поставит последнюю фишку. В начале игры на столе фишек нет, а в коробочке – 12. Кто выиграет, если будет играть наилучшим образом?

2. На чертеже провели стороны, диагонали и все средние линии параллелограмма. Затем  буквами обозначили концы и пересечения проведенных отрезков. Сколькими способами можно выбрать трой
ку букв, соответствующие которым точки не лежат на одной прямой?

3. Постройте треугольник, длины сторон которого измеряются целыми числами, а один из углов равен 120°. Докажите, что существует бесконечно много таких треугольников, не подобных между собой.

4.  Известно, что значения двух многочленов не совпадают ни в одной точке, кроме двух их общих корней. Какое наименьшее число корней может иметь производная их произведения?

5. Какое наибольшее число граней правильного додекаэдра может пересечь плоскость?

6. Существует ли параллелепипед, объем, площадь поверхности и сумма длин всех ребер которого равны 2008?

Задачи 2009 года

5 класс

Задача №1

Расставьте в клетках квадрата 4х4 одну единицу, две двойки, 3 тройки, 4 четверки, 5 пятерок и еще одну любую цифру по своему выбору так, чтобы во всех строках получилась одна и та же сумма цифр. 
Задача №2

Расположите на плоскости 12 спичек так, чтобы они образовали как можно больше различных квадратов. Укажите в ответе число этих квадратов.

Задача №3

 Вася хотел купить 39 оловянных солдатиков, но ему не хватило 14 тугриков. Тогда он купил 35 солдатиков, а 18 тугриков остались лишними. Сколько тугриков было у Васи?

Задача №4

Поверхность кубика Рубика состоит из 6 квадратных граней, каждая из которых разбита на 9 клеток (3х3). Муравей может из любой клетки переползти в любую из четырех соседних – имеющих с ней общую сторону (в той же грани, либо через ребро). Помогите муравью обойти все клетки, побывав в каждой из них ровно по одному разу.

Задача №5

Однажды в феврале было пять пятниц. Сколько вторников было в июле того же года?

Задача №6

Четыре фломастера стоят дороже пяти авторучек, четыре авторучки дороже трех фломастеров, а два карандаша ровно столько же, сколько фломастер и авторучка вместе взятые. Макс купил 8 карандашей, а Петр - 7 фломастеров. Кто из мальчиков потратил больше денег?

6 класс

Задача №1

Расставьте одну единицу, две двойки, 3 тройки, 4 четверки, 5 пятерок, 6 шестерок, 7 семерок и 8 восьмерок в клетках квадрата 6х6 так, чтобы во всех строках была одна и та же сумма цифр.

Задача №2

Расположите на плоскости 12 спичек так, чтобы они образовали как можно больше различных квадратов. Укажите в ответе число этих квадратов.

Задача №3

 Нарисуйте на клетчатой бумаге квадрат 6х6. Проведите через его вершины замкнутую ломаную без самопересечений, все остальные вершины которой тоже лежали бы в узлах сетки, а площадь ограниченной ею фигуры была бы как можно меньше.
Задача №4

Поверхность большого кубика Рубика состоит из 6 квадратных граней, каждая из которых разбита на 16 клеток (4х4). Муравей может из любой клетки переползти в любую из четырех соседних – имеющих с ней общую сторону (в той же грани, либо через ребро). Помогите муравью обойти все клетки, побывав в каждой из них ровно по одному разу.

Задача №5

Магазин снизил цену товара в два раза, благодаря чему продал его в 4 раза больше. Как и во сколько раз изменилась выручка магазина?

Задача №6

Четыре фломастера стоят дороже пяти авторучек, четыре авторучки дороже трех фломастеров, а два карандаша ровно столько же, сколько фломастер и авторучка вместе взятые. Антон купил 8 карандашей, а Борис - 9 авторучек. Кто из мальчиков потратил больше денег?

7 класс

Задача №1

Расставьте одну единицу, две двойки, 3 тройки, 4 четверки, 5 пятерок, 6 шестерок, 7 семерок и 8 восьмерок в клетках квадрата 6х6 так, чтобы во всех строках была одна и та же сумма цифр.

Задача №2

Расположите на плоскости 24 спички так, чтобы они образовали как можно больше различных квадратов. Укажите в ответе число этих квадратов.

Задача №3

Найдите все пары натуральных чисел А и В, для которых  (А2─В2)2─(2В)2=2009 .

Задача №4

Поверхность гигантского кубика Рубика состоит из 6 квадратных граней, каждая из которых разбита на 25 клеток (5х5). Муравей может из любой клетки переползти в любую из четырех соседних – имеющих с ней общую сторону (в той же грани, либо через ребро). Помогите муравью обойти все клетки, побывав в каждой из них ровно по одному разу.

Задача №5

Магазин снизил цену товара на 20%, благодаря чему продал его на 20% больше. На сколько процентов и в какую сторону изменилась выручка магазина?

Задача №6

Восемь фломастеров стоят дороже четырех карандашей и пяти авторучек, четыре авторучки дороже трех фломастеров, а два карандаша ровно столько же, сколько фломастер и авторучка вместе взятые. Юрий купил 6 фломастеров, а Павел - 7 авторучек. Кто из мальчиков потратил больше денег?

8 класс

Задача №1

Расставьте одну единицу, две двойки, 3 тройки, 4 четверки, 5 пятерок, 6 шестерок, 7 семерок и 8 восьмерок в клетках квадрата 6х6 так, чтобы во всех строках была одна и та же сумма цифр.

Задача №2

Расположите на плоскости 24 спички так, чтобы они образовали как можно больше различных квадратов. Укажите в ответе число этих квадратов.

Задача №3

Найдите все пары натуральных чисел А и В, для которых  (АВ─ВВ)2─(2В)2=2009 .

Задача №4

У двух различных треугольников попарно равны все углы и две пары сторон. Длины этих сторон (из разных пар) относятся друг к другу как 4:5. Найдите отношение площадей этих треугольников.

Задача №5

Однажды в феврале было пять пятниц. В каких месяцах того же года было по пять воскресений?

Задача №6


 Два карандаша стоят ровно столько же, сколько фломастер и авторучка вместе взятые, а 16 фломастеров стоят дороже девяти карандашей и десяти авторучек (вместе взятых). Кирилл купил 23 фломастера, а Михаил - 29 авторучек. Кто из мальчиков потратил больше денег?

9 класс

Задача №1

Расставьте 4 четверки, 5 пятерок, 6 шестерок, 7 семерок, 8 восьмерок, 9 девяток и 10 троек в клетках квадрата 7х7 так, чтобы во всех строках была одна и та же сумма цифр.

Задача №2

Даны две концентрические окружности. В большей из них провели хорду, которая оказалась касательной для меньшей окружности. Найдите площадь кольца между окружностями, зная, что длина этой хорды равна 9.

Задача №3

Найдите все пары натуральных чисел А и В, для которых  (АВ─В2)2─(2В)2=2009 .

Задача №4

У двух различных треугольников попарно равны все углы и две пары сторон. Длины этих сторон (из разных пар) относятся друг к другу как 4:5. Найдите отношение площадей этих треугольников.

Задача №5

Найдите все натуральные числа, равные сумме квадратов своих цифр.

Задача №6

Нарисуйте на клетчатой бумаге квадрат 9х9. Проведите через его вершины замкнутую ломаную без самопересечений, все остальные вершины которой тоже лежали бы в узлах сетки, а площадь ограниченной ею фигуры была бы как можно меньше.
10 класс

Задача №1

Расставьте 4 четверки, 5 пятерок, 6 шестерок, 7 семерок, 8 восьмерок, 9 девяток и 10 троек в клетках квадрата 7х7 так, чтобы во всех строках была одна и та же сумма цифр.

Задача №2

Даны две концентрические окружности. В большей из них провели хорду, которая оказалась касательной для меньшей окружности. Найдите площадь кольца между окружностями, зная, что длина этой хорды равна 10.

Задача №3

 Найдите все натуральные М, для которых  (7√М─М)√М─(√М)М=2009 .

Задача №4

Кратчайшей между двумя точками на поверхности куба называется ломаная наименьшей длины с концами в этих точках, целиком лежащая на поверхности куба (в случае точек из одной грани это будет отрезок). Треугольником на поверхности куба называют наименьшую по площади область на поверхности куба, границей которой служат кратчайшие, попарно соединяющие три точки. Какое наибольшее число вершин куба может оказаться внутри треугольника на его поверхности?

Задача №5

 Найдите все натуральные числа, равные сумме квадратов своих цифр.

Задача №6

 Окружность радиуса r с центром в точке (p;q) на координатной плоскости пересекает параболу y=ax2+bx+c в четырех различных точках. Докажите, что через те же 4 точки проходит еще одна парабола. Составьте её уравнение.

11-12 класс

Задача №1

Расставьте 4 четверки, 5 пятерок, 6 шестерок, 7 семерок, 8 восьмерок, 9 девяток и 10 троек в клетках квадрата 7х7 так, чтобы во всех строках была одна и та же сумма цифр.

Задача №2

Даны две концентрические окружности. В большей из них провели хорду, которая оказалась касательной для меньшей окружности. Найдите площадь кольца между окружностями, зная, что длина этой хорды равна 2009.

Задача №3

Найдите все натуральные М, для которых  (7√М─М)√М─(М)√М=2009 .

Задача №4

Кратчайшей между двумя точками на поверхности куба называется ломаная наименьшей длины с концами в этих точках, целиком лежащая на поверхности куба (в случае точек из одной грани это будет отрезок). Треугольником на поверхности куба называют наименьшую по площади область на поверхности куба, границей которой служат кратчайшие, попарно соединяющие три точки. Какую наибольшую площадь может иметь треугольник на поверхности куба с ребром длины 1 ?

Задача №5

Приведите пример двух функций f(x) и g(x) , одна из которых монотонно возрастает, а другая монотонно убывает, для которых равенство  f(sin(g(x)))=g(sin(f(x))) имеет смысл и выполняется при любом вещественном х. 

Задача №6

Производные многочленов P(x) и Q(x) нацело делятся на x2009 . Докажите, что таким же свойством обладает и их произведение.

